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Ozet

Uzay ag1, yatay ve diisey agilarin bileskesi olan acidir. Bilindigi gibi obje
geometrisini belirlemede uzunluk Gl¢eklendirme, ag1 ise sekil bakiminda 6nemlidir.
Uzay, diisey ve yatay acilar fen bilimlerin biitiin dallarinda kullanilmaktadir. Bu
calismada, Oklid ve Kiire geometrilerinde sozii edilen agilar arasindaki fonksiyonel
iligki analitik ve sayisal olarak incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Oklid ve Kiire Geometrileri, Uzay A¢1, Diisey A¢i1, Yatay Agi

FUNCTIONAL RELATIONSHIP BETWEEN SPATIAL, VERTICAL AND
HORIZONTAL ANGLES IN GEOMETRY

Abstract

Spatial angle is the combination of horizontal and vertical angles. In object
geometry it is a well-known fact that distance is crucial for scaling and angle for
shaping. Spatial, vertical and horizontal angles have been used in all branches of natural
sciences. In this study, the functional relationship between the angles described above
has been investigated analytically and numerically in Euclidean and Spherical
geometry.

Keywords: Euclidean and Spherical Geometry, Spatial Angle, Vertical Angle,
Horizontal Angle

1. Giris

Ac1 kavrami, Oklid Geometrisinde diizlemde baslangic noktalar: ortak iki dogrultu
arsindaki yon farki seklinde tanimlanmistir. A¢inin degisimi, acinin kollarini olusturan
dogrultularin degisimine baglidir. Metre, 15181n boslukta 1/299 792 458 saniyelik
zaman siiresince aldig1 yolun uzunlugudur [1]. A¢1 degisiminin 6lgiilmesi i¢in uzunluk
6l¢lim referans standardi gibi bir referans standart yoktur. Bu nedenle yatay agiy1 direkt
olarak Olcen bir alet glnimize kadar gelistirilememistir. Radyan, steradyan ag1
birimleri, SI birimler sisteminde ek temel birim olarak yer almistir. Agi birimleri
altmiglik sistem olan derece ile yiizlik sistem olan grad (gon) dir. Bu ag¢1 birimleri
dairenin 360 ya da 400 esit parcaya bolinmesi ve trigonometrik ilkelere dayali
yontemlerle gerceklestirilir [2-7]. A¢1 referans ve calisma standartlarini kalibre etme
kabiliyeti, referans dairenin amaclanan hassas ve dogru boliinmesine baghdir [5]. Uzay
a¢1 jeodezide pek kullanilmamasina Kkarsin, egik (uzay) kenarlarin olgildigi
trilaterasyon aglarinda, kosiniis teoremi ile hesaplanan i¢ agilar uzay agilar olup, ag
kontrolli amaciyla kullanilir [8]. Genelde tek bir agi varmig gibi algilanir. Oysaki
calisilan diizleme gore uzay, diisey ve yatay acilar soz konusudur. Glinimizde uzay
ac1 sekstant, diisey a¢1 klasik ya da elektronik teodolit ile 6l¢Ullr ve yatay a¢1 ise klasik
ya da elektronik teodolit ile yapilan dogrultu 6lgiileri farkindan hesaplanir [10, 11, 12].
Diisey (zenit) ag1 direkt Ol¢iiliir, yatay ag¢i ise hesaplanir. Yatay ve diisey agilarin
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bileskesi uzay aciyr verir. Uzay ac¢1 liggen kdsesinden diger liggen kdselerine yapilan
yatay dogrultu ve diisey ac1 Slgiilerine bagl olarak hesaplanabildigi gibi, liggenin uzay
kenarlarina ait olgii degerlerinden de hesaplanabilir. Bu ¢aligmada yukarida anilan
acilar, Oklid ve Riemann Geometrilerinde tanimlandiktan sonra her bir geometride bu
acilar arasindaki fonksiyonel iligki gosterilmistir.

S6z konusu agilar objenin iki ve/veya ¢ boyutlu geometrisi belirlenirken
onemlidirler. Bu agilar tiim uygulamali bilimlerde ve temel bilimlerde kullanilmaktadir.
Obje geometrisinin Ol¢eklendirilmesi ise uzunluk referans standardi metre ile
gerceklestirilmektedir. Bir objeye ait geometri ancak ve ancak uzunluk ve ag1
blyukliklerinin olctlmesiyle belirlenebilir. Eratosthenes, yerkiremizin geometrisini o
giiniin olanaklarina gore diisey aci ve uzunluk oOlgiileri yardimiyla belirleyebildi. Bu
geometrinin 6nemi ise doga bilimlerinde yeni bir ¢igir acan, Newton’un Kiitle Cekim
Kanununun ispatlanmasinda yaptigi katkidir. Riemann geometrisi ise Albert
Einstein’nin Rdlativite teorisini gelistirmesine yol a¢gmistir. Bu ¢alismada yeterince
incelenmeyen a1 cesitleri ve aralarindaki fonksiyonel iliski Oklid ve Kiire
geometrilerinde incelenmistir. Literatiirde sadece ag1 ¢esitlerinden bahsedilip tanimlari
yapilmis olup, agilar arasindaki iligski incelenmemistir [13, 14, 15, 18]. Ayrica, bu agilar
arasindaki fonksiyonel iligki hem analitik hem de sayisal uygulama ile gosterilmesi
amaglanmistir. Sayisal uygulamalar ile agilarin ne anlama geldigi de ayrica
yorumlanmigtir. Uzay ag1 ile yatay aci1 arasindaki farkin, grad saniyesinden (cc) grad
dakikasina (c) kadar degistigi, uygulama kisminda deneysel verilere dayanarak
ispatlanmustir.

2. Oklid Geometrisinde Uzay, Diisey Ve Yatay Acilar Arasindaki Fonksiyonel iliski

Oklid geometrisinde uzay ag1, diisey ag1, yatay ac1 ve egim agis1 tammlar1 Sekil
1’e gore agagidaki alt boliimlerde verilmistir.

2. 1. Uzay Agt

O noktasindaki uzay acisi,

O"A‘ Ve‘O"B‘ uzay dogrultular1  arasindaki

ZAO B agisidir. Uzay aginin dlgiisii  (ag1 dl¢iisii iginde aym gosterim kullanilarak),
ZAO B=a olarak gosterilebilir.

2.2. Diisey A¢i

O noktasindan gecen V diisey diizlemlerinin ortak kesim dogrultusu ‘O'O"" diisey
O'A| ve |0'B| egik dogrultular:
arasindaki ZO'O'A ve Z0O O B agilarmin her biri birer diisey acidur.

Bu diisey dogrultu ile hedef (gbzlem) dogrultusu arasinda olusan (diisey) agiya,
zenit acis1 veya basucu acis1 denir [16]. Diisey acilarin dlgiileri ise /OO A=z, ve
/00 B=1z, seklinde gosterilebilir. Gozlem yerinden (O noktasi) gegen yatay

diizlemden baslayarak, bu diizlemin pozitif (diizlemin iistii) yoniinden hareketle gézlem
dogrultusuna kadar olan diisey agiya ya da gozlem 1s1n1 ile yatay diizlem arasinda kalan
pozitif aciya ylikseklik agis1 denir [17].

dogrultusu (yergekimi dogrultusu)’ndan baslayarak,
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diisey diizlemler

Sekil 1. Oklid Geometrisinde uzay ac1 ('), diisey agilar ( Z,,Z), yatay a1 (& ) ve egim
acilar (B,Bg)

2.3 . Yatay A¢t

‘O"A‘ ve ‘O"B‘ egik dogrultularm O'ya da O noktalarindan gegen yatay H
diizlemler iizerindeki izdiisimleri olan [0'A’ ve |0'B| veya |0"A’| ve |0"B|

dogrultulari  arasindaki ZAOB =/A'0'B acistdir.  Yatay a¢1  Olglsi

dogrultu dlgiileri farkiyla hesaplanabilir. A ve B noktalarmin O noktasinda gecen H
yatay diizleminin iistiinde, altinda veya noktalardan birisinin diizlemin iistiinde digerinin
altinda olmasi ya da noktalar arasi yiikseklik farki, yatay ag1 6l¢iisiinii etkilemez.

2.4. Egim Acist

‘O"A‘ ve ‘O"B‘ egik dogrultularmin O noktasinda gegen H yatay diizlem Uizerine

dik iz disiiriilmesiyle olusan,

O"A" ve ‘O"B" yatay dogrultular ile yaptizi ZA'O A ve
Z/B'O'B agilandir. Sekil 1’e gore, bu acilardan ‘O"A" yatay dogrultusundan baslayarak
(gozlem yerinden gecen diizlemin Ustl pozitif yon) ‘O"A‘ egik dogrultusuna kadar olan
ZA'O A=, acis1 yiikseklik agis, ‘O"B" yatay dogrultusundan baslayarak (g6zlem
yerinden gecen diizlemin alti negatif yon) ‘O”B‘ egik dogrultusuna kadar olan

/B O'B=B, acis1 ise egim agis1 olarak tammlamir. Cogu kez yiikseklik agis1 ve egim

acist ayni adla, yani sadece yiikseklik agisi veya egim(meyil) agis1 diye anildigindan, bu
haldeyken yataydan asagida olusan diisey agilarin isareti (-) alinmak suretiyle aginin
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yiikseklik agisi degil, egim acist oldugu belirtilmektedir [16]. Yikseklik agisi, egim
acgis1 ve zenit ya da basucu agilarinin hepside diisey diizlemde bulunan agilardir.
Yiikseklik agisinin igareti (+) egim ag¢isinin isareti ise (-) olarak alinir. Egim agis1 bu
calismada kullanilmayacaktir. Egim agis1 baz1 miihendislik dallarma iligskin projelerin
uygulanmasinda olduk¢a énemli oldugundan sadece tanimi verilmistir.

Sekil 1°de goriildiigii gibi O noktasi acilarn ortak kesisme noktasi olmak iizere, A
ve B noktalar ile olusturulan ii¢ farkli agidan, o :uzay agi, z,,Zg: diisey agilar ve
o : yatay ag1 Olguleridir. Dizlem trigonometrinin temel teoremlerinden biri olan
kosiniis kenar teoremi AAO B ve AA'O'B’ iiggenlerine uygulanarak,
|AB[" =|0"A|" +|0"B| ~2|0"A||0"B|cosa

,,,,, 1)
esitlikleri elde edilebilir.
00'|//|AA| ve |O'A|L|A'A| oldugundan, ZO'AA' =z, ve AO'A'A iicgeni dik
ucgendir.
o _ O'A| AA]
AO A Adik Gggeninden, sinz, = ‘O"A‘ , COSZ, =—— (2)

o°A

"den dolay, Z0'BB =180° -z, ve

esitlikleri yazilabilir.
0'0"|/|B'Blve|0'B| LB'B

A O'B'BUggeni dik ucgendir.

AO BB dik iicgeninde O BB acisina sirasiyla siniis ve kosiniis trigonometrik

fonksiyonlarin tanimlar1 uygulanarak,

_oB] _BB]
"o T o

sinz —Co0Ssz

©)

esitlikleri yazilabilir. Sekil 1’deki B noktasinin ‘AA"‘ dogrultusu tizerindeki izdiigiim

noktast olan A" ile olusan A AA "Bdik {icgenine Pisagor teoremi uygulanarak,

[AAT + BB 2+ 2[AA| [BB]|+|AB]| =|AB|’ 4)
esitligi yazilabilir.

(1), (2) ve (3) esitlikleri (4) esitliginde yerine yazilirsa,

cos(o ) =cos(z, )cos(z, ) +sin(z, )sin(zg ) cos(a) (5)

esitligi elde edilir.

Eger A ve B noktalar1 O ’den gecen H yatay diizleminin (istiinde veya altinda
bulunmalar1 durumunda yine B noktasinin ‘AA"‘ dogrultusu tizerindeki izdiistim noktasi
A" olmak iizere olusan A AA "B dik ticgenine Pisagor teoremi uygulanarak
[AAT +[BB|2-2[aA| BB+ |AB =|AB|’ (6)
esitligi elde edilir.

(1), (2) ve (3) esitlikleri (6) esitliginde yerine yazilirsa yine (5) ifadesi elde edilir.
(5) esitligi yeryuvari iizerindeki bir O noktasmin yeryuvarinda farkli iki A ve B

noktalariyla olusturduklari uzay aginin, noktanin ag¢1 kdsesinden diger noktalara olan
diisey acilar ile ayn1 noktadaki yatay agi1 fonksiyonu oldugunu géstermektedir.
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3. Kiiresel Geometride Uzay, Diisey Ve Yatay Acilar Arasinda Fonksiyonel iliski

Kire geometrisinde uzay a¢1, diisey ac1, ve yatay a¢1 tamimlari Sekil 2’ye gore
asagidaki alt boliimlerde verilmistir.
Z (zenit)
A

. meridyen diizlem
cekiil dogultusu -

cekiil dogrultusu

kiwe merkezi

ekvator dizlem

Sekil 2. Kire Geometrisinde, uzay agi(y) , diisey agilar (z, ,z) ve yatay ag1 (£LCOD =AL)
3.1. Uzay A¢t

Kiire yuzeyinde P ve B gibi iki noktadan gegen biiyiik daire yay uzunlugunun y
acisal karsiligina uzay ac¢i denir. Bu agi, bliyilk daire yayr ug¢ noktalari1 P ve B
noktalarindan gecen c¢ekiil dogrultularinin kire merkezinde (O’da) olusturduklari
Z/POB agisidir. Birim uzay aciya bir steradyan denir. Uzay a¢1 ayn1 zamanda birim
kire Gzerindeki bir alanin sinirlarini kiire merkezinde tarayan koni yizeyinin alanidir

[9].
3.2. Diisey A¢t

Diisey (zenit) eksenden baslayarak saat gostergesi hareketi yontnde hareketle kiire
yuzeyindeki P ve B noktalarindan gegen ¢ekiil dogrultularinin kiire merkezinde (O’da)
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olusturduklart z,,z; agilar birere diisey acidir. Yer kiiresi yuzundeki noktalarda gegen
cekiil dogrultular kiire merkezinden geger.

3.3. Yatay A¢z

Kire yuzeyindeki P ve B gibi iki noktadan gegcen meridyen dairelerinin, 6zel bir paralel
daire olan ekvator diizleminde kestigi C ve D noktalarini, kiire O merkezine birlestiren
kiire yar1 ¢ap dogrultular1 arasindaki ZCOD agisidir. Bu ac1 ayn1 zamanda meridyen
dairelerinin kesistigi kutup noktalarindaki (A noktasindaki) <ZPAB O0lcek agiya da
esittir [7, 10, 11]. Sekil 2’deki APAB kiresel tiggeninin (7)’deki,

ZCOD = /PAB=AA=A, —A,, ZAOP =2,, ZAOB=2,, ZPOB =y )
elemanlarina kiiresel trigonometrinin temel teoremi, kosinls-kenar teoremi uygulanarak
cos( y )=cos( z, )cos( z; )+sin( z, )sin( z; )cos( AL ) (8)
esitligi elde edilir.

Eger P ve B noktalarinin P(p,,A,) ve B(pg,Ag) cografi koordinatlari olan enlem ve
boylam degerleriyle, diisey agilar ve yatay ag1 degerleri ise

Z2,=90" -, , 2;=90" -y, AL =Ly —A; 9)
seklinde ifade edilir ve (9) esitlikleri (8) esitliginde yerine yazilirsa, (8) esitligi
cos( vy )=sin( @, )sin( ¢z )+cos( ¢, )cos( @g )cos( AL) (10)

(10) esitligine doniistir.
(10) esitligi yerkiiresi lizerinde cografi koordinatlar1 bilinen P ve B gibi iki nokta
arasindaki en kisa uzunlugu uzay a¢i1 (y) cinsinde veren bir esitlik olup, (y)uzay

acisinin uzunluga doniisiimii,

|PB|:R3_/, y= r p:&ZZOOg
p T T

, R=6370 km (11)
esitligi ile gergeklestirilir.

4. Sayisal Uygulama

ZKU, kampusu icinde olusturulan Sekil 1°deki, AO ABiicgeninin her bir
kosesinde Zeiss Elta Th 4 elektronik teodolit ile yapilan diisey ag1 ve yatay dogrultu
olcileri asagidaki Tablo 1°de ve Topcon GTS 212 Total Station ile AO AB iiggeninin

Olcilen egik ve yatay kenar uzunluklari ise Tablo 3’de verilmistir.
(10) ve (11) no’lu formiillerin uygulamasi olarak, Zonguldak ve Elazig illeri
arasindaki en kisa mesafe Tablo 5’deki cografi koordinatlar1 yardimiyla hesaplanmistir.

Tablo 1. AO"AB iiggeninin kése noktalarina ait diisey ag1 ve yatay dogrultu Slgiileri
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Durulan Bakilan Diisey Agilar Yatay Dog
Nokta Nokta
z ij (9 rij (@
0 " A 104.17845 0.00000
B 104.77795 28.05845
A B 101.44225 2.24788
§ 95.84115 89.41812
O
B " 98.57910 248.11623
O
A 95.27505 163.34185

agilar
Ucgen Kosesi Uzay Acilar(g) Yatay A.(g)
. 27.9942 28.0584
0
A 87.2974 87.1702
B 84.7125 84.7744
Ic Acilar T. 200.0041 200.0030

Tablo 3. AO AB iicgeninin dlgiilen egik ve yatay kenar uzunluklari

Durulan Bakilan Egik Yatay
Nokta Nokta Kenar(m) Kenar(m)
z A 321.932 321.153
O
A B 141111 141,098
B " 324.847 323.946
O
Tablo 4. Tablo 3’e gore hesaplanmig yatay ve uzay agilar
Ucgen Kosesi Uzay Agilar(g) Yatay A. (g)
" 27.9984 28.0703
O
A 87.2843 87.1946
B 84.7173 84.7351
Ic Agilar T. 200.0000 200.0000

Tablo 5. Zonguldak ve Elazig illeri arasi en kisa mesafenin uzay agiyla hesabi

Yer

Enlem( @)

Boylam( A )

Mesafe(km)
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Zonguldak 471° 27- 31048' 703(kuresel)
e 38°41 3914

5. Sonug

Oklid ve Kiire geometrilerinde uzay, diisey ve yatay acilar arsindaki fonksiyonel
iligki trigonometrik fonksiyonlarin fonksiyonu seklinde (5) ve (10) numarali
bagintilarda gosterilmistir. Ayrica, (5) ve (10) numarali bagintilarin sayisal
uygulamalar1 Tablo 2, Tablo 4 ve Tablo 5’de gosterilmistir. Tablo 2 ve Tablo 4’de uzay
ac1 ile yatay ac¢inin birbirinden farkli oldugu goriilmektedir. Bu farkliligin nedeni, uzay
acilarin diizleme iz diisiiriilmesi sonucu bir miktar deformasyona ugrayarak yatay agi
haline doniismesidir.

Uzay acilarin Tablo 1°deki 6lgiiler kullanilarak Tablo 2’de hesaplanmis degerleri
ile yine Tablo 1’e gore yatay acilarin Tablo 2’de hesaplanmis degerleri arasindaki

farklar, Sekil 1’e gore AO AB icgeninin O kdsesinde 642° , A kosesinde -1272°

ve B kosesinde 619 degerleri bulunmustur. Egik uzunluklarin diizlem iizerindeki
izdiigiimii ile bir miktar deformasyona ugramalari, a¢1 deformasyonuna da neden oldugu

soylenebilir. AO AB iiggeninin Tablo 1°de élgiilen diisey acilar ve yatay dogrultu

degerleri kullanilarak (5) esitligine gore hesaplanan uzay ac¢ilarinin Tablo 2’deki sayisal
degerleri ile, aymi {iggenin Olgililen egik uzunluklarmin Tablo 3’deki degerleri
kullanilarak kosiniis teoremine gore hesaplanan Tablo 4’deki uzay aci degerleri
arasindaki fark, O kosesinde 42°, A kosesinde -131° ve B kosesinde ise 48°
degerleri bulunmustur. Oysaki AO AB’nin yatay dogrultu degerleri ile yatay
uzunluklar1 yardimiyla hesaplanan yatay agilar1 arasindaki fark Tablo 2 ve Tablo 4’de
goriildiigii gibi (¢) boyutundadir. Yine, Tablo 2 ve Tablo 4’de uzay ve yatay agilar
arasindaki fark (cc) boyutundan (c) boyutuna kadar degistigi gézlenmistir. Bu da uzay
ve yatay agilarmn birbirinden farkli oldugunu gosterir. Tablo 5’de uzay ac¢inin yerkiiresi
tizerinde iki nokta arasindaki en kisa mesafenin hesaplanmasina iliskin uygulamasi ise,
Zonguldak ve Elazig illerimizin Tablo 5’deki cografi koordinatlar1 ile (10) ve (11)
numarali esitlikleri kullanilarak yapilan hesaplama sonucu 703 km bulunmustur. Oysaki
bu iki ilimiz arasindaki karayolu uzunlugu 1029 km dir. Kiire yiizeyinde cografi
koordinatlar1 bilinen iki noktadan birinden digerine giden dogrultu yaninda en kisa
uzunluk da 6nemlidir. En kisa uzunlugun kullanildig1 denizcilik ve havaciliktaki diger
karsilig1 ise uzay agidir. Bu nedenle duzlem ve kiredeki uzay agilarin islevleri tamamen
birbirinden farklidir.
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